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Abstract	
Nonparametric	regression	is	used	for	data	whose	data	pattern	is	non-parametric.	One	of	the	
estimators	that	can	be	developed	is	a	segmented	cubic	spline	which	is	able	to	show	several	
segmentation	changes	 in	the	data.	This	article	examines	the	estimation	of	segmented	cubic	
spline	nonparametric	regression	models	using	the	Penalized	Least	Square	estimation	criteria.	
The	method	involves	knot	points	and	smoothing	parameters	simultaneously.	In	addition,	the	
model	is	used	to	analyze	data	on	BPJS	claims	based	on	patient	age.	The	results	show	that	the	
optimal	model	is	at	two-knot	points,	namely	26	and	52	with	a	smoothing	parameter	of	0.89.	
There	are	three	segmentation	changes	from	the	cubic	data,	which	consist	of	young	people	up	
to	26	years	old,	26-52	years	old,	and	52	years	and	over.		
	
Keywords:	Cubic	Spline;	Penalized	Least	Square;	Segmentation.	
	

Abstrak	
Regresi	nonparametrik	digunakan	untuk	data	yang	pola	datanya	bentuk	non	parametrik.	Salah	
satu	 estimator	 yang	 dapat	 dikembangkan	 adalah	 spline	 kubik	 tersegmen	 yang	 mampu	
menunjukkan	beberapa	segmentasi	perubahan	pada	data.	Artikel	ini	mengkaji	estimasi	model	
regresi	 nonparametrik	 spline	 kubik	 tersegmen	 melalui	 kriteria	 estimasi	 menggunakan	
Penalized	 Least	 Square.	 Metode	 tersebut	 melibatkan	 titik	 knot	 dan	 parameter	 penghalus	
secara	 bersamaan.	 Selain	 itu,	 model	 digunakan	 untuk	 menganalisis	 data	 klaim	 BPJS	
berdasarkan	usia	pasien.	Hasil	menunjukkan	bahwa	model	optimal	pada	dua	titik	knot	yaitu	
26	dan	52	dengan	parameter	penghalus	sebesar	0,89.	Terdapat	tiga	segmentasi	perubahan	
data	secara	kubik,	yaitu	usia	muda	hingga	26	tahun,	usia	26-52	tahun,	dan	usia	52	tahun	ke	
atas.		
	
Kata	Kunci:	Penalized	Least	Square;	Segmentasi;	Spline	Kubik.	
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Pendahuluan	
Model	 regresi	 bertujuan	 untuk	 melihat	 pengaruh	 variabel	 prediktor	

terhadap	 variabel	 respon.	 Salah	 satu	 model	 regresi	 yang	 telah	 banyak	
digunakan	 pada	 data	 riil	 adalah	 regresi	 parametrik.	 Bentuk	 pola	 data	 pada	
regresi	parametrik	diasumsikan	diketahui,	misalnya	 linier,	kuadratik,	kubik,	
maupun	 bentuk	 lainnya.	 Akan	 tetapi,	 tidak	 semua	 data	 dapat	 diasumsikan	
mengikuti	 model	 regresi	 parametrik.	 Oleh	 sebab	 itu,	 model	 regresi	
dikembangkan	ke	dalam	regresi	nonparametrik	yang	digunakan	untuk	data	
dengan	bentuk	fungsi	regresinya	belum	diketahui	1.	Beberapa	estimator	yang	
dikembangkan	 untuk	 mengestimasi	 fungsi	 regresi	 adalah	 estimator	
polinomial	lokal	2,	estimator	kernel	3,	deret	fourier	4,	dan	estimator	spline	5.		

Estimator	 spline	 adalah	 suatu	 fungsi	 yang	 memuat	 titik	 knot	 pada	
variabel	 prediktor	dan	 telah	dikembangkan	baik	pada	bentuk	 estimatornya	
maupun	pada	aplikasi.	Beberapa	penelitian	yang	terkait	diantaranya	regresi	
spline	 truncated	 pada	 data	 longitudinal	 6,	 spline	 linier	 penalized	 7,	 spline	
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smoothing	 untuk	 data	 berkorelasi	 8,	 spline	 kuantil	 9,	 spline	 PCA	 10,	 dan	
beberapa	bentuk	spline	lainnya.	Pada	aplikasi	data	riil,	spline	linier	digunakan	
pada	data	diabetes	11,	spline	penalized	linier	pada	data	berat	badan	balita	12,	
spline	 kuantil	 kuadratik	 pada	 data	 DBD	 13,	 spline	 biprediktor	 pada	 data	
trombosit14	dan	spline	penalized	robus	pada	data	penjualan	emas	15.		

Terdapat	spline	kubik	yang	merupakan	salah	satu	estimator	spline	yang	
penting	untuk	dikaji	karena	bentuknya	sebagai	spline	original.	Peneliti	telah	
mengembangkan	spline	smoothing	pada	orde	kubik	16,	dan	spline	kubik	pada	
konsep	data	cross	section	dan	mengestimasi	kurva	regresi	melalui	pendekatan	
least	square	17.	Pada	perkembangan	selanjutnya,	spline	telah	dikembangkan	
pada	sebuah	kriteria	Penalized	Least	Square	(PLS)	yang	melibatkan	titik	knot	
pada	fungsi	goodness	of	 fit	dan	parameter	penghalus	pada	fungsi	penalti	18.	
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Keterlibatan	 titik	 knot	 yang	 mampu	 mengontrol	 ketepatan	 dan	 kehalusan	
kurva	secara	bersamaan	menjadi	keunggulan	dari	kriteria	estimasi	PLS.	Oleh	
sebab	 itu,	 artikel	 ini	menunjukkan	bentuk	 segmentasi	 yang	 terbentuk	pada	
spline	kubik	yang	diestimasi	dengan	menggunakan	PLS.			

Kemampuan	model	 regresi	 spline	kubik	yang	 tersegmen	diaplikasikan	
pada	 data	 klaim	BPJS	 berdasarkan	usia.	 Klaim	BPJS	 dimaksudkan	besarnya	
klaim	dari	rumah	sakit	untuk	pasien	yang	telah	dirawat	di	rumah	sakit.	Dalam	
artikel,	 kecenderungan	 besar	 klaim	 ke	 BPJS	 berdasarkan	 usia	 ditunjukkan	
melalui	 segmentasi	 perubahan	 pola	 yang	 terbentuk	 dalam	 estimasi	 model	
regresi.	 Pada	 artikel	 ini,	 titik	 knot	dan	parameter	penghalus	bekerja	 secara	
simultan	dalam	kriteria	 estimasi	 yang	dipilih	berdasarkan	nilai	Generalized	
Cross	Validation	(GCV)	minimum.		

Metode	
Data	 penelitian	 diperoleh	 dari	 catatan	 Rumah	 Sakit	 Pendidikan	

Universitas	 Hasanuddin	 Tahun	 2020.	 Diperoleh	 data	 sebanyak	 362	 sampel	
dengan	 faktor	usia	sebagai	prediktor	dan	 faktor	klaim	BPJS	sebagai	 respon.	
Diketahui	model	regresi	nonparametrik	dinyatakan	sebagai	berikut:	

	
𝑦! = 𝑓(𝑥!) + 𝜀! , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.	 (1)	
	
Dengan	𝑦! 	adalah	faktor	respon,	𝑓(𝑥!)	dinyatakan	sebagai	fungsi	regresi	yang	
belum	diketahui	bentuknya,	hanya	diasumsikan	smooth,	dan	𝜀! 	adalah	faktor	
error.	Selanjutnya,	𝑓(𝑥!)	dalam	Persamaan	(1)	diestimasi	melalui	fungsi	spline	
kubik	sebagai	berikut:	
	
𝑓(𝑥!) = ∑ 𝛼"𝑥!

"#
"$% + ∑ 𝛼#&'(𝑥! − 𝐾')&#(

'$) 	 (2)	
	
Dengan	𝑥! 	adalah	faktor	prediktor,	𝛼	adalah	koefisien	regresi	spline,	K	adalah	
titik	 knot	 dan	 (𝑥! − 𝐾')&# 	 adalah	 fungsi	 truncated	 yang	 menunjukkan	
segmentasi	pada	data	dan	dapat	dinyatakan	sebagai	berikut:	
	

(𝑥! − 𝐾')&# = g(𝑥! − 𝐾')&
# ; 𝑥! ≥ 𝐾'

0 ; 𝑥! < 𝐾'
	 (3)	
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Hasil	dan	Diskusi	
Model	regresi	spline	kubik	tersegmen	adalah	regresi	spline	yang	memuat	

fungsi	truncated	berdasarkan	titik	knot.	Berdasarkan	Persamaan	(1)	dan	(2),	
model	 regresi	 spline	 kubik	 tersegmen	 yang	 bersesuaian	 dengan	data	 dapat	
dinyatakan	sebagai	berikut:	

	
𝑦! = ∑ 𝛼"𝑥!

"#
"$% + ∑ 𝛼#&'(𝑥! − 𝐾')&#(

'$) + 𝜀! , 𝑖 = 1,2, … ,362	 (4)	
	
Selanjutnya	Persamaan	(4)	dapat	dinyatakan	ke	dalam	bentuk	matriks	

sebagai	berikut:	
𝑦 = 𝑋𝛼 + 𝜀	

Estimasi	terhadap	paramater	𝛼	dilakukan	melalui	kriteria	estimasi	PLS	yang	
dinyatakan	sebagai	berikut:	

𝑃𝐿𝑆 = 𝜀*𝜀 + 𝜆𝛼*𝐷𝛼	
dengan	𝜀 = 𝑦 − 𝑋𝛼,	sehingga	

𝑃𝐿𝑆 = (𝑦 − 𝑋𝛼)*(𝑦 − 𝑋𝛼) + 𝜆𝛼*𝐷𝛼	
dan	diperoleh:	
	
𝑃𝐿𝑆 = 𝑦*𝑦 − 2𝛼*𝑋*𝑦 + 𝛼*𝑋*𝑋𝛼 + 𝜆𝛼*𝐷𝛼	 (5)	

	
Selanjutnya,	 Persamaan	 (5)	 diturunkan	 terhadap	 paramater	 𝛼	 seperti	

berikut	ini:	
𝜕𝑃𝐿𝑆
𝜕𝛼 = −2𝑋*𝑦 + 2𝑋*𝑋𝛼 + 2𝜆𝐷𝛼	

Dan	jika	hasil	turunan	𝛼	sama	dengan	nol,	maka	diperoleh	estimasi	terhadap	
parameter	regresi	spline	kubik	tersegmen	adalah	𝛼t		seperti	berikut:	
	
𝛼t = (𝑋*𝑋 + 𝜆𝐷)+)𝑋*𝑦	 (6)	
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Berdasarkan	 hasil	 Persamaan	 (5)	 dan	 model	 pada	 Persamaan	 (4),	
estimasi	model	regresi	spline	kubik	tersegmen	dengan	PLS	dapat	dituliskan	
sebagai	berikut:	

	
𝑦t = 𝛼% + 𝛼)𝑥 + 𝛼,𝑥, + 𝛼#𝑥# + 𝛼-(𝑥 − 𝐾))&# +⋯+ 𝛼#&((𝑥 − 𝐾()&# 	 (7)	
	

Hasil	estimasi	parameter	dalam	Persamaan	(6)	dan	taksiran	model	pada	
Persamaan	(7)	digunakan	untuk	menganalisis	data	klaim	BPJS	di	Rumah	Sakit	
Pendidikan	 Universitas	 Hasanuddin.	 Untuk	 plot	 data	 awal,	 data	 diplotkan	
dalam	scatter	plot	untuk	menunjukkan	pola	hubungan	antara	peubah	seperti	
pada	Gambar	1.	

	

	
Gambar	1.	Scatter	Plot	antara	Faktor	Klaim	BPJS	dengan	Umur	Pasien	

	
Plot	yang	dihasilkan	pada	Gambar	1	menunjukkan	bahwa	pola	data	tidak	

mengikuti	bentuk	parametrik.	Hal	tersebut	ditunjukkan	oleh	titik-titik	sampel	
yang	tidak	beraturan	sehingga	penggunaan	regresi	parametrik	kurang	tepat	
untuk	 data.	 Dalam	 artikel	 ini,	 model	 yang	 digunakan	 adalah	 regresi	
nonparametrik	dengan	estimator	spline	kubik	seperti	pada	Persamaan	(7).	

Selanjutnya,	jumlah	titik	knot	yang	dicobakan	pada	data	adalah	1,	2,	dan	
3	 knot.	 Pemilihan	 titik	 knot	 dan	parameter	penghalus	 optimal	 berdasarkan	
nilai	GCV	minimum	ditunjukkan	pada	Tabel	1.	
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Tabel	1.	Nilai	GCV	minimum	pada	titik	knot	dan	parameter	penghalus	optimal	
K1	 λ	 K1	 K2	 λ	 K1	 K2	 K3	 λ	 GCV	
39	 1,5	 	 	 	 	 	 	 	 4,11+E13	
	 	 26	 52	 0,89	 	 	 	 	 4,09+E13	
	 	 	 	 	 20	 40	 60	 0,59	 4,12+E13	

	
Berdasarkan	Tabel	1,	diperoleh	nilai	GCV	pada	penggunaan	1,	2	dan	3	

titik	knot.	Titik	knot	optimal	berada	pada	2	titik	knot	yaitu	titik	knot	K1	sebesar	
26	 dan	 K2	 sebesar	 52.	 Hal	 ini	 disebabkan	 karena	 nilai	 GCV	 yang	 diperoleh	
untuk	2	titik	knot	tersebut	adalah	nilai	GCV	minimum	yaitu	sebesar	4,09+E13.	
Titik	 knot	 optimal	 yang	 diperoleh	 bersesuaian	 dengan	 nilai	 parameter	
penghalus	sebesar	λ	=	0,89	seperti	yang	ditunjukkan	pada	Gambar	2.	

	

	
Gambar	2.	Nilai	GCV	Minimum	pada	Beberapa	Nilai	Parameter	Penghalus	

	
Nilai	parameter	penghalus	yang	ditunjukkan	pada	Gambar	2	dimulai	dari	

0	 hingga	 1	 dan	 diperoleh	 nilai	 GCV	 minimum	 terletak	 pada	 parameter	
penghalus	λ	=	0,89.	Hal	 ini	menunjukkan	bahwa	parameter	penghalus	yang	
digunakan	dalam	memodelkan	data	klaim	BPJS	adalah	0,89.	Selanjutnya	hasil	
estimasi	 model	 regresi	 nonparametrik	 spline	 kubik	 tersegmen	 pada	 data	
dengan	2	titik	knot,	yaitu	K1	=	26,	K2	=	52,	dan	λ	=	0,89	seperti	berikut	ini:	

	
𝑦t = 4.406.358 + 8.911.581𝑥 + 4.519.716𝑥, + 9.657.163𝑥, 	

																										+6.633.433(𝑥 − 26)&# + 1.922.660(𝑥 − 52)&# 	 (8)	
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Gambar	3.	Estimasi	Kurva	Regresi	Spline	Kubik	Tersegmen		

pada	Data	Klaim	BPJS	
	

Persamaan	 (8)	merupakan	model	yang	bersesuaian	dengan	Gambar	3	
yang	menunjukkan	bahwa	 terdapat	 tiga	 segmentasi	pola	kubik	yang	 terjadi	
pada	data	klaim	BPJS	berdasarkan	umur	pasien.	Pola	pertama	adalah	pada	usia	
pasien	muda	mencapai	26	tahun,	terlihat	klaim	BPJS	rumah	sakit	mengalami	
penurunan	secara	kubik.	Pola	kedua	pada	pasien	adalah	usia	26-52	tahun	yang	
terlihat	ada	segmentasi	pola	lain	terbentuk.	Terdapat	klaim	BPJS	mengalami	
kenaikan	secara	kubik	yang	mengindikasikan	banyaknya	pasien	peserta	PBJS	
yang	berada	dalam	rentang	usia	tersebut.	Selanjutnya,	pola	terakhir	pada	usia	
52	tahun	ke	atas	menunjukkan	suatu	segmentasi	penurunan	klaim	BPJS	yang	
mengindikasikan	 bahwa	 pasien	 peserta	 BPJS	 di	 Rumah	 Sakit	 Pendidikan	
Universitas	Hasanuddin	tidak	sebanyak	pada	kelompok	usia	26-52	tahun.		

Kesimpulan	
Model	 regresi	 nonparametrik	 dengan	 spline	 kubik	 yang	 tersegmen	

melibatkan	titik-titik	knot	dan	pada	saat	parameter	regresi	diestimasi	dalam	
kriteria	 PLS,	 maka	 titik	 knot	 tersebut	 bekerja	 simultan	 dengan	 parameter	
penghalus	 dalam	 melakukan	 estimasi	 model.	 Taksiran	 model	 regresi	 pada	
data	 klaim	 BPJS	 menunjukkan	 bahwa	 terdapat	 tiga	 segmentasi	 perubahan	
besar	 klaim	BPJS	 oleh	 rumah	 sakit.	 Segmentasi	 pertama	pada	 pasien	muda	
hingga	26	tahun	dengan	besar	klaim	BPJS	yang	turun	perlahan	secara	kubik,	
segmentasi	 kedua	 pada	 pasien	 usia	 26-52	 tahun	 dengan	 besar	 klaim	 BPJS	
mengalami	peningkatan	dan	segmentasi	ketiga	pada	pasien	usia	52	tahun	ke	
atas	dengan	besar	klaim	BPJS	kembali	menurun.	
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